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 ساده کنید.گسترش داده و سپس بصورت عددی، های آن )به ترتیب( در ضرب دو تابع کرونیکر، اندیسعبارت زیر را با بسط  -1

𝛿𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗 =? 

 

 

 

 یک سازه با میدان تنش و بردار نیروهای درونی زیر را بررسی نمایید.  را بصورت اندیسی و کامل نوشته و برای )الف( معادلات تعادل -2

Body forces: (−4𝑥, −3𝑦, −3𝑧 − 1) 

[𝜎] = [

𝑥2 + 𝑦2 𝑥𝑦 𝑥𝑧

𝑥𝑦 𝑦2 + 𝑧2 𝑦 + 1

𝑥𝑧 𝑦 + 1 𝑥2 + 𝑧2

] 

 ترکشن در صفحه زیر را محاسبه کنید.های مولفهتانسور تنش در نقطه زیر و های مولفه ،  و در ادامه  )ب( سپس

Point (0,1,2) and Plane (2,3,1) 

 

 

 

های ای( را مشخص کنید. مولفه ای یا تنش صفحه ، نوع مسئله )کرنش صفحه که بین دو فک ثابت قرار گرفته است  زیرورقی شکل  برای سازه  )الف(    -3

 سازی کنید. نیروهای درونی صفر، ساده  حالت سپس، معادلات تعادل را برایتنش یا کرنش صفر را مشخص کنید. 

 

,𝑢)های جابجایی  و سایر مولفه   (𝐴)  بصورت زیر باشد، مقدار ثابت  (𝑤)  )ب( در صورتی که مولفه جابجایی سوم 𝑣)    ،را بدست آورید. برای این منظور

 های کرنش را محاسبه کنید. ، مولفه و در ادامه  شرایط مرزی زیر را نیز اعمال کنید. سپس

Displacement component in z-direction: 𝑤 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 + 𝐴𝑧2   ,   A : constant 

𝑢 = 1   ,   𝑣 = 0    𝑎𝑡    𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0 
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Answers: 

#1. 

𝛿𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗 = 𝛿1𝑗𝛿1𝑗 + 𝛿2𝑗𝛿2𝑗 + 𝛿3𝑗𝛿3𝑗 = 

𝛿11𝛿11 + 𝛿21𝛿21 + 𝛿31𝛿31 + 𝛿12𝛿12 + 𝛿22𝛿22 + 𝛿32𝛿32 + 𝛿13𝛿13 + 𝛿23𝛿23 + 𝛿33𝛿33 = 

= 1 + 0 + 0 + 0 + 1 + 0 + 0 + 0 + 1 = 3 

 

#2.  

𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝐹𝑖 = 0 

𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑥𝑧

𝜕𝑧
+ 𝐹𝑥 = 0 → 2𝑥 + 𝑥 + 𝑥 − 4𝑥 = 0 

𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑦𝑧

𝜕𝑧
+ 𝐹𝑦 = 0 → 𝑦 + 2𝑦 + 0 − 3𝑦 = 0 

𝜕𝜎𝑧𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧
+ 𝐹𝑧 = 0 → 𝑧 + 1 + 2𝑧 − 3𝑧 − 1 = 0 

𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡: (0,1,2) → [𝜎] = [

𝑥2 + 𝑦2 𝑥𝑦 𝑥𝑧

𝑥𝑦 𝑦2 + 𝑧2 𝑦 + 1

𝑥𝑧 𝑦 + 1 𝑥2 + 𝑧2

] = [
1 0 0
0 5 2
0 2 4

] 

𝑇𝑖 = 𝜎𝑗𝑖𝑛𝑗 

𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒: (2,3,1) → 𝑇𝑥 = 𝜎𝑥𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑦𝑥𝑛𝑦 + 𝜎𝑧𝑥𝑛𝑧 = 2 + 0 + 0 = 2 

𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒: (2,3,1) → 𝑇𝑦 = 𝜎𝑥𝑦𝑛𝑥 + 𝜎𝑦𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑧𝑦𝑛𝑧 = 0 + 15 + 2 = 17 

𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒: (2,3,1) → 𝑇𝑧 = 𝜎𝑥𝑧𝑛𝑥 + 𝜎𝑦𝑧𝑛𝑦 + 𝜎𝑧𝑧𝑛𝑧 = 0 + 6 + 4 = 10 
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#3.  

Plane strain 

𝜀𝑧𝑧 = 𝜀𝑧𝑥 = 𝜀𝑧𝑦 = 0 

𝜏 = 𝐺𝛾 → 𝜏𝑧𝑥 = 𝜏𝑧𝑦 = 0 

𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑥𝑧

𝜕𝑧
+ 𝐹𝑥 = 0 →

𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0 

𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑦𝑧

𝜕𝑧
+ 𝐹𝑦 = 0 →

𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
= 0 

𝜕𝜎𝑧𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧
+ 𝐹𝑧 = 0 →

𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧
= 0 → 𝜎𝑧𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑤 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 + 𝐴𝑧2 

𝜀𝑧𝑧 = 0 →
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 → 𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 + 𝐴𝑧2 → 𝐴 = 0 

𝜀𝑦𝑧 =
1

2
(

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
) = 0 →

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 0 →

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −2𝑦 − 𝑥 → 𝑣 = −2𝑦𝑧 − 𝑥𝑧 + 𝐶1(𝑥, 𝑦) 

𝜀𝑧𝑥 =
1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) = 0 →

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0 →

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −2𝑥 − 𝑦 → 𝑢 = −2𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 + 𝐶2(𝑥, 𝑦) 

𝑢 = 1   ,   𝑣 = 0    𝑎𝑡    𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0 → 𝐶1 = 0   ,   𝐶2 = −1 

→ 𝑣 = −2𝑦𝑧 − 𝑥𝑧   ,   𝑢 = −2𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 − 1 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −2𝑧   ,   𝜀𝑦𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −2𝑧   ,   𝜀𝑧𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 

𝜀𝑥𝑦 =
1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) =

1

2
(−𝑧 − 𝑧) = −𝑧 

𝜀𝑦𝑧 =
1

2
(

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
) =

1

2
(−2𝑦 − 𝑥 + 2𝑦 + 𝑥) = 0 

𝜀𝑧𝑥 =
1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) =

1

2
(2𝑥 + 𝑦 − 2𝑥 − 𝑦) = 0 


