
طراحی آزمایش ها

محمد آزادی: ارائه کننده

عضو هیئت علمی دانشکده مهندسی مکانیک
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پیشگفتار

افزاررمنیکازاستفادهبانیز،ادامهدر.استشدهآوردهمربوطههایتئوریوهاآزمایشطراحیبرمقدماتیابتداارائه،ایندر

.شدخواهدارائهعملیمثالیها،آزمایشطراحیزمینهدرتخصصی

هاآزمایشطراحیکاربرد

(عددیوتجربی)موجودهایدادهتحلیل❑

مسئلهیکهایخروجیبرمختلفورودیپارامترهایاثربررسی❑

هاخروجیبرهاورودیازیکهرتاثیرمیزان❖

هاورودینبودنموثریابودنموثر❖

هاخروجیبیشینهوکمینهاساسبرورودیمقادیرسازیبهینه❖

زمانوهزینهکاهشبرایآزمونطراحی❑
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طراحی آزمایش و بهینه سازی

:آزمونطراحیواژه

❑Design of Experiments (DOE)

:آزمونتعریف

سیستمییافرآینددربارهموضوعیکشفبرایپژوهشگرانبه وسیلههاییآزمایشمعمولاتحقیق،واقعیهایزمینهتمامیدر

زاایدنبالهیاآزمونیکشده،طرحآزمایش.استدادهیاآزمونیکآزمایشکلمه،واقعیمعنایبه.شودمیانجامخاص

عللتوانمیکهقسمیبهشوند،میاعمالسیستمیافرآیندورودیمتغیرهایدرنظر،موردتغییراتهادرآنکههاستآزمون

.نمودمشخصومشاهدهراخروجیپاسخدرتغییرات
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طراحی آزمایش و بهینه سازی

:هاخروجیوهاورودی

راهاورودیازبعضیکهکردتصوردیگریمنابعواشخاصها،روشها،ماشینازترکیبیبه صورترافرآیندتوانمیمعمولا

برخیوپذیررلکنتفرآیند،یکدرمتغیرهاازبعضی.دارندمشاهدهقابلپاسخچندیایککهکنندمیهاییخروجیبهتبدیل

.ناپذیرندکنترل

.کردمعرفیزیرمدلوسیلهبهتوانمیرامطالعهتحتسیستمیافرآیند
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طراحی آزمایش و بهینه سازی

:آزموناهداف

.دارندپاسخدرراتأثیربیشترینکهمتغیرهاییتعیین❑

.باشدمطلوباسمیمقدارنزدیکهمیشهپاسخ،تقریباکهبه طوریمؤثرمتغیرهایموقعیتتعیین❑

.باشدکوچکپاسختغییرپذیریکهبه طوریمؤثرمتغیرهایموقعیتتعیین❑

.شوندکمینهناپذیرکنترلمتغیرهایاثرهایکهبه طوریمؤثرمتغیرهایموقعیتتعیین❑

:کاربردینتایج

.کنداصلاحرافرآیندنتایج❑

.کندنزدیکتراسمییاهدفنیازهایباراآنمطابقتودادهکاهشراتغییرپذیری❑

.دهدکاهشراگسترشزمان❑

.دهدکاهشراهزینهکل❑
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طراحی آزمایش و بهینه سازی

آزمایشطراحیایپایهاصلسه

تکرار❑

اگراینکه(2)وآوردبه دستآزمایشیخطایبرایبرآوردیکهسازدمیقادررامحققاینکه(1)ازعبارتندتکرارمهمخاصیتدو

ازدقیق ترردیبرآوکهسازدمیقادررامحققتکرار،آنگاهباشد،شدهاستفادهآزمایشدرعاملیاثربرآوردبراینمونهمیانگیناز

.آوردبه دستاثر،این

بودنتصادفی❑

استآنکردنتصادفیازمنظور.استبنیادیایمسئلهکردن،تصادفیآزمایش ها،طراحیدرآماریهایروشازاستفادهدر

شدهیینتعتصادفبهشوند،میانجامآزمایشهایامتحانیافردیاجراهایآن،باکهترتیبیوآزمایشابزارتخصیصکه

.اندشدهتوزیعمستقلبه صورتکهباشندتصادفیمتغیرهای(خطاهایاو)مشاهداتکهاستلازمآماریهایروشدر.باشند

بندیبلوک❑

بایدکهاستآزمایشابزارازقسمتیبلوک.شودمیاستفادهآنازآزمایشدقتافزایشبرایکهاستتکنیکیبندی،بلوک

.استوکبلهردرونآزمایشنظرموردشرایطمیانمقایسهانجاممتضمنبندیبلوک.باشدابزارمجموعهکلازترمتجانس
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طراحی آزمایش و بهینه سازی

:سازیبهینهوآزمایشطراحیمراحل

مسئلهبیانوشناسایی❑

سطوحوعواملانتخاب❑

پاسخمتغیرانتخاب❑

آزمایشطراحیانتخاب❑

آزمایشانجام❑

هادادهتحلیل❑

(سازیبهینه)هاتوصیهوهاگیرینتیجه❑
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طراحی آزمایش و بهینه سازی

:مرتبطافزارهاینرم

❑MINITAB

❑DESIGN-EXPERT

❑SPSS

❑…
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روش فاکتوریل

:واریانستحلیل

کیهرازشدهمشاهدهپاسخشوند،مقایسههمباهاآنباشدقرارکهداشتهوجودمتفاوتسطحaیاتیمارaعامل،یکازاگر

iتحتکلیبه طور.دهدمینشانتیمار،امینiتحترامشاهدهامین𝑦𝑖𝑗،jمثال،به طور.استتصادفیمتغیریکتیمار،aاز

.داردوجودمشاهدهnتیمارامین

:شوندمیدادهنمایشزیرصورتبههاداده

𝑦𝑖𝑗مقدارijمشاهدهامین

µکلمیانگیننامبهتیمارهاتمامبرایمشترکپارامتر

𝞃𝑖ویژهپارامترi(میانگینازانحراف)تیمارامین

ℇ𝑖𝑗تصادفیخطایهایمولفه
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روش فاکتوریل

عاملیتکآزمایشیکهایدادهواریانستحلیل

(سطح)تیمار مشاهداتکلمتوسط

𝑦1𝑦1𝑛…𝑦12𝑦111

𝑦2𝑦2𝑛…𝑦22𝑦212

.

.

.

.

.

.

.

.

.

…

.

.

.

.

.

.

.

.

.

𝑦𝑎𝑦𝑎𝑛…𝑦𝑎2𝑦𝑎1a

𝑦…
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روش فاکتوریل

:شدهتثبیتاثرهایمدلتحلیل

.شوندمیتعریفکلمیانگینازانحرافبه صورتمعمولا𝞃𝑖تیماری،اثرهایشده،تثبیتاثرهایمدلدر

کهشودفرضتشابهبه.باشدتیمارامینiتحتمشاهداتمتوسطത𝑦𝑖وتیمارامینiتحتمشاهداتمجموعکه𝑦𝑖اگر

𝑦…ومشاهداتتماممجموعത𝑦…آنگاهباشد،مشاهداتکلمیانگین:

بهنسبتیابیمجموعبردلالتزیرنویسدرنقطهنمادکهمیگرددملاحظه.استمشاهداتکلتعدادN=anبالامعادلهدر

استنشستهآنبجاینقطهکهکندمیزیرنویسی

0
1

=
=

a

i

i
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روش فاکتوریل

:مربعاتمجموعکلتجزیه

:یعنیشده،تصحیحمربعاتمجموعکلاز.استآمدهآناجزایبهتغییرپذیریکلافرازازواریانستحلیلنام

را𝑠𝑠𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙اگرزیرااست،منطقیموضوعاینشهودیبه طور.شودمیاستفادههادادهدرتغییرپذیریکلازایاندازهعنوانبه

نمونهواریانسوآیدمیبدستyاینمونهواریانسشود،میتقسیم(N-1=an-1حالتایندر)آنآزادیدرجاتتعدادبر

.استتغییرپذیریمتعارفاندازهالبته

:نوشتزیربه صورتتوانمیرا𝑠𝑠𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙شده،تصحیحمربعاتمجموعکلکهکنیدتوجه
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روش فاکتوریل

:مربعاتمجموعکلتجزیه

:نتیجهدر

𝑠𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡(تیمارهابینیعنی،)تیمارهاازحاصلمربعاتمجموع

𝑠𝑠𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟(تیمارهادرونیعنی،)خطاازحاصلمربعاتمجموع

بنابراین،(تیماریمیانگینaو)داردوجودسطحaعامل،برای.داردآزادیدرجهN-1پس،دارد،وجودمشاهدهN=anکلا

خطایبرآورددرکهاستآزادیدرجهn-1دارایکهداردوجودتکرارnتیمارهردرونبالاخره.استآزادیدرجهa-1دارای

.رودمیبه کارآزمایش

𝑠𝑠𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙=𝑠𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡+𝑠𝑠𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟
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روش فاکتوریل

:مربعاتمجموعکلتجزیه

:باشندمیزیربه صورتکهگویندمیمربعاتمیانگینرا𝑀𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑛𝑡و𝑀𝑠𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟هایکمیت

𝑀𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑛𝑡 =
𝑠𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑛𝑡

𝑎 − 1

𝑀𝑠𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 =
𝑠𝑠𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟
𝑁 − 𝑎
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روش فاکتوریل

:آماریتحلیل

:استزیربه صورتتیمارهامیانگیندراختلافوجودعدمفرضبرایآزمونآماره

:گرددبرقرارزیرشرطبایدباشد،متفاوتتیمارهامیانگیناینکهبرای

𝐹0 > 𝐹𝛼,𝑎−1,𝑁−𝑎

.آوردبه‌دستANOVAجدول‌هایازمی‌توانراکه

𝐹0 =
𝑀𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑛𝑡

𝑀𝑠𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟
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روش فاکتوریل

:آماریتحلیل

.شودمیدادهنشانخاصنمادهاییباراخطانوعدواینهایاحتمال.شودایجادخطانوعدواستممکنهافرضآزموندر

فتهگآزمونیکبودندارمعنیسطحآن،بهاغلبکهاولنوعخطایاحتمالمقدارکهاستآنهافرضآزموندرکلیشیوه

داریمقمناسببه صورتیدومنوعخطایاحتمالکهگرددمیانتخابطوریآزمونشیوهسپسوگردیدهمشخصشود،می

.باشدکوچک

احتمالمقداربه نامشاخصیکآماری،فرضآزموننتیجهبهنسبتتصمیم گیریدرسهولتبرایآمارینرم افزارهایبیشتردر

P-Valueعدمایرددرموردبتواندآماریتوزیع هایجداولبهمراجعهبدونکهمی کندکمکمحققبهمقداراینمی شود،ارائه

.بگیردتصمیمصفرفرضرد

𝛼 = 𝑃(1𝑠𝑡 𝑡𝑦𝑝𝑒 𝑜𝑓 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟) , 𝛽 = 𝑃(2𝑛𝑑 𝑡𝑦𝑝𝑒 𝑜𝑓 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟)
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روش فاکتوریل

:آماریتحلیل

مقداراریمدانتظارکهایبازهآوردنبه دستاغلب.نیستماجراتمامیگویایگاهیامااستمفیدایشیوهفرضآزمونچندهر

بازهیکتعریفبرای.گویندمیاطمینانبازهراایبازهاحکامچنین.استارجحدربرگیرد،رانظرموردپارامترهاییاپارامتر

:به طوریکهUوLآمارهدوتعیینبه،θبرآوردبازهآوردنبه دستبرای.باشدنامعلومپارامتریθاگراطمینان،

𝑃 𝐿 ≤ 𝜃 ≤ 𝑈 = 1 − 𝛼

𝐿بازه ≤ 𝜃 ≤ 𝑈100مقداربااطمینانبازه 1 − 𝛼پارامتربرایدرصدθ

100شود،ساختههابازهگونهایناززیادیتعدادتصادفیگیرینمونهتکراردراگرکهاستآنبازهاینتعبیر 1 − 𝛼

.بودخواهندθپارامترواقعیمقدارشاملهاآندرصد

اطمینانبالایوپایینحدودترتیببهUوLهایآماره

1 − 𝛼ناطمیناضریب

𝛼ریسکسطح

.نامندمیθبرایدرصدی95اطمینانبازهیکرااطمینانبازهصورتآندرکهاست0.05عددبابرابر،𝛼مقدارها،تحلیلدر
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روش فاکتوریل

:آماریتحلیل

𝐹0منبع تغییرمجموع مربعاتدرجات آزادیاتمیانگین مربع

𝐌𝐬𝐭𝐫𝐞𝐚𝐭𝐦𝐧𝐭

𝐌𝐬𝐞𝐫𝐫𝐨𝐫𝐌𝐬𝐭𝐫𝐞𝐚𝐭𝐦𝐧𝐭
a-1𝐒𝐬𝐭𝐫𝐞𝐚𝐭𝐦𝐧𝐭

بین تیمار

-𝐌𝐬𝐞r𝐫𝐨𝐫N-a𝐒𝐬𝐞𝐫r𝐨𝐫(تیمارهادرون)خطا

--N-1𝐒𝐬𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍کل
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روش فاکتوریل

:آماریتحلیل

:گیردمیقراراستفادهموردفوق،جدولتکمیلبرایزیرروابط

کنندهپیش بینییرمتغبامدلیکمقابلدرکنندهپیش بینیمتغیربدونمدلیکدرباقیماندهواریانسنسبتازعبارتFمقدار

.استتوجهقابلمدلکهمی دهدنشانباشدبزرگکافیاندازهبهFمقداراگر.است

𝑆𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =෍
𝑖=1

𝑎

෍
𝑗=1

𝑛

𝑦𝑖𝑗
2 −

𝑦..
2

𝑁

𝑆𝑆𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡 =෍
𝑖=1

𝑎 𝑦𝑖.
2

𝑛
−
𝑦..
2

𝑁

𝑆𝑆𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝑆𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 − 𝑆𝑆𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡
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روش فاکتوریل

:آماریتحلیل

𝑅2(تعیینضریب)،استشدهبرازشرگرسیونخطبهداده هانزدیکآماریاندازه گیری.

اضافهباهمیشهواستدرصد100تا0بینهمیشه𝑅2مقدار.استمناسبترداده هاازحاصلمدلباشد،بزرگتر𝑅2مقدارهرچه

،کنندهپیش بینیمتغیرپنجبامدلبهترین𝑅2مثال،به عنوان.می یابدافزایشمدل،یکبهکنندهپیش بینیمتغیرهایکردن

یکسانداده هایبامدل هاییکههنگامی𝑅2بنابراین،است؛کنندهپیش بینیمتغیرچهاربامدلبهترین𝑅2اندازهبهحداقل

.استمفیدبسیارمی شود،مقایسه

:استشدهآوردهزیردر𝑅2رابطه

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙

𝑆𝑆𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝑆𝑆𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙 مجموع مربعات مربوط به عامل ها و تمامی ضرایب و برهم کنش های مربوط به عامل ها

𝑆𝑆𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙مجموع مربعات مربوط به مدل و خطا
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روش فاکتوریل

:آماریتحلیل

𝑅2 𝑎𝑑𝑗:شدهتعدیلتعیینضریب

𝑅2اززمانی 𝑎𝑑𝑗مقدار.باشندمقایسهموردکنندهپیش بینیمتغیرمتفاوتتعدادبامدل هاییکهمی شوداستفاده

𝑅2 𝑎𝑑𝑗وجودمدلرایبواقعیپیشرفتهیچاگرحتیمی شود،اضافهمدلبهکنندهپیش بینیمتغیریکوقتیهمیشه

.می یابدافزایشباشد،نداشته

𝑅2مقدار 𝑎𝑑𝑗کندکمکصحیحمدلانتخابدرتامی کندلحاظمدلدرراکنندهپیش بینیمتغیرهایتعداد.

𝑅2رابطه 𝑎𝑑𝑗استشدهآوردهزیردر:

𝐴𝑑𝑗𝑢𝑠𝑡𝑒𝑑 𝑅2 = 1 −
ൗ

𝑆𝑆𝐸
𝑑𝑓𝐸

ൗ
𝑆𝑆𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝑑𝑓𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝑆𝑆𝐸مجموع مربعات خطا

𝑑𝑓𝐸تعداد درجه آزادی خطا

𝑑𝑓𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 تعداد کل درجه آزادی
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روش فاکتوریل

:آماریتحلیل

𝑅2همچنین 𝑝𝑟𝑒𝑑از.می دهدانجامدرستراپیش بینی هامیزانچهبهرگرسیونمدلیککهمی دهدنشان𝑅2 𝑝𝑟𝑒𝑑

مقادیرکهمدل هایی.می کندپیش بینیچگونهراجدیدمشاهداتبرایپاسخحاصل،مدلکهشودتعیینتامی شوداستفاده

𝑅2 𝑝𝑟𝑒𝑑دارندبهتریپیش بینیتواناییدارند،بزرگتر.𝑅2 𝑝𝑟𝑒𝑑مدل هایمقایسهبرایمی تواندهمچنین

𝑅2 𝑎𝑑𝑗می شودمحاسبهاستنشدهگنجاندهمدلمحاسبهدرکهمشاهداتیبازیراباشد،مفیدبسیار.

𝑅2رابطه predاستشدهآوردهزیردر:

𝑃𝑟𝑒𝑑𝑖𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑅2 = 1 −
𝑃𝑅𝐸𝑆𝑆

𝑆𝑆𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

PRESSواقعدر.جدیدداده هایپیش بینیجهتمدلعملکردارزیابیبرایمعیاریPRESSخطایمربعاتمجموعمخفف

ازغیربهمشاهداتتمامکهمدلیطریقازiمشاهدهپیش بینیازحاصلپیش بینیخطاهایاساسبرکهاست،پیش بینی

یخوبکنندهپیش بینیمی تواندباشد،برخوردارکوچکیPRESSمقدارازکهمدلیمی شود؛محاسبهمی گیرد،بردرراiمشاهده

.شودمحسوب
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فهرست

پیشگفتار
طراحی آزمایش و بهینه سازی

(تک عاملی)روش فاکتوریل 

(چند عاملی)روش فاکتوریل 

تحلیل رگرسیون

روش رویه پاسخ

تحلیل واریانس

تحلیل مدل اثرهای تثبیت شده

تجزیه کل مجموع مربعات

تحلیل آماری

عامل2طرح عاملی با 

2kطرح عاملی

رگرسیون خطی ساده

رگرسیون خطی چندگانه

طرح برازش مدل مرتبه دوم 

روش تندترین صعود 
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روش فاکتوریل

املیعهایطرحها،آزمایشنوعاینبرایکلیبه طور.اندعاملدوازبیشتریادواثرهایمطالعهشاملهاآزمایشازبسیاری

طوحسممکنهایترکیبتمامآزمایشتکراریاکاملامتحانهردرکهاستآنعاملیطرحیکازمنظور.هستندکاراترین

.شوندبررسیهاعامل

تیماریهایترکیبتمامیشاملتکرارهرآنگاهباشند،داشتهوجودBعاملبرایسطحbوAعاملبرایسطحaاگرمثلا

abتغییربابرابرلعامیکاثرتعریف،بهبنا.اندتقاطعیکهشودمیگفتهاغلبشوند،منظورعاملیطرحدرهاعاملوقتی.است

نظرمورداصلیعواملبهکهزیرانامند،میاصلیاثراغلبرااثراین.استعاملآنسطحتعویضبه وسیلهحاصلپاسخدر

.شودمیمربوط



Page No.: 32 from 65 Slides

روش فاکتوریل

متقابلاثربدونعاملیآزمایشیک

متقابلاثرباعاملیآزمایشیک

Bعامل

𝐵2𝐵1

3020𝐴1
Aعامل

5240𝐴2

Bعامل

𝐵2𝐵1

4020𝐴1
Aعامل

1250𝐴2
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روش فاکتوریل

متقابلاثربدونعاملیآزمایش

متقابلاثروجودعدمبردلالتموازیخطوط

.کندمیBوAعواملبین

متقابلاثرباعاملیآزمایش

متقابلاثروجودازاینشانهشکستهخطوط

.استBوAعواملبین
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فهرست

پیشگفتار
طراحی آزمایش و بهینه سازی

(تک عاملی)روش فاکتوریل 

(چند عاملی)روش فاکتوریل 

تحلیل رگرسیون

روش رویه پاسخ

تحلیل واریانس

تحلیل مدل اثرهای تثبیت شده

تجزیه کل مجموع مربعات

تحلیل آماری

عامل2طرح عاملی با 

2kطرح عاملی

رگرسیون خطی ساده

رگرسیون خطی چندگانه

طرح برازش مدل مرتبه دوم 

روش تندترین صعود 
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:عامل2باعاملیهایطرح

BعاملبرایسطحbوAعاملبرایسطحa.استتیمارمجموعهیاعاملدوتنهاشاملعاملیهایطرحانواعترینساده

در.استتیمارمختلفترکیبabکلیهشاملآزمایشتکرارهریعنی.گیرندمیقرارعاملیطرحیکدرهااینودارند،وجود

هنگامیبرایباشد،(k=1,2,…,n)تکرارامینkبرایشده،مشاهدهپاسخ،𝑦𝑖𝑗𝑘کهشودفرض.داردوجودتکرارnکلیحالت

(j=1,2,…,b)سطحدرBعاملوi(i=1,2,…,a)سطحدرAعاملکه jاست.



Page No.: 36 from 65 Slides

روش فاکتوریل

:عامل2باعاملیهایطرح

Bعامل

b...1

𝑦1𝑏1, … , 𝑦1𝑏𝑛...
𝑦111, … , 𝑦11𝑛1

Aعامل ......

𝑦𝑎𝑏1, … , 𝑦𝑎𝑏𝑛...
𝑦𝑎11, … , 𝑦𝑎1𝑛a
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:عامل2باعاملیهایطرح

باتوانمیرامشاهدات.استشدهتصادفیکاملاطرحیکطرحاینکهبه طوریاست،تصادفیمشاهده،abnانتخابترتیب

:کردبیانزیررابطهبه صورتآماری،خطیمدل

𝑦𝑖𝑗𝑘 = 𝜇 + 𝜏𝑖 + 𝛽𝑗 + 𝜏𝛽 𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗𝑘 ∶ 𝑖 = 1,2, … ,𝑎; 𝑗 = 1,2, … ,𝑏; 𝑘 = 1,2, … ,

μمیانگین کل اثر

𝜏𝑖 اثر سطحi ام عامل سطرA

𝛽𝑗 اثر سطحj ام عامل ستونB

𝜏𝛽 𝑖𝑗 اثر متقابل میان𝜏𝑖 و𝛽𝑗

𝜀𝑖𝑗𝑘 مولفه خطای تصادفی
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:عامل2باعاملیهایطرح

:باشندمیزیربه صورتنیزمربعاتمجموعمحاسبههایفرمول

𝑆𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =෍
𝑖=1

𝑎

෍
𝑗=1

𝑏

෍
𝑘=1

𝑛

𝑦𝑖𝑗𝑘
2 −

𝑦…
2

𝑎𝑏𝑛

𝑆𝑆𝐴 =෍
𝑖=1

𝑎 𝑦𝑖..
2

𝑏𝑛
−

𝑦…
2

𝑎𝑏𝑛

𝑆𝑆𝐵 =෍
𝑗=1

𝑏 𝑦.𝑗.
2

𝑎𝑛
−

𝑦…
2

𝑎𝑏𝑛

𝑆𝑆𝐴𝐵 =෍
𝑖=1

𝑎

෍
𝑗=1

𝑏 𝑦𝑖𝑗.
2

𝑛
−

𝑦…
2

𝑎𝑏𝑛
− 𝑆𝑆𝐴 − 𝑆𝑆𝐵

𝑆𝑆𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝑆𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 − 𝑆𝑆𝑠𝑢𝑏𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚 𝐴𝐵𝐶 = 𝑆𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 − 𝑆𝑆𝐴 − 𝑆𝑆𝐵 − 𝑆𝑆𝐴𝐵



Page No.: 39 from 65 Slides

روش فاکتوریل

:عامل2باعاملیهایطرح

𝐹0رمنبع تغییمجموع مربعاتدرجات آزادیمیانگین مربعات

MSA
MSerror

𝑀𝑆𝐴 =
𝑆𝑆𝐴
𝑎 − 1

𝑎 − 1𝑆𝑆𝐴تیمارهایA

𝑀𝑆𝐵
𝑀𝑆𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟

𝑀𝑆𝐵 =
𝑆𝑆𝐵
𝑏 − 1

𝑏 − 1𝑆𝑆𝐵تیمارهایB

𝑀𝑆𝐴𝐵
𝑀𝑆𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟

𝑀𝑆𝐴𝐵 =
𝑆𝑆𝐴𝐵

𝑎 − 1 𝑏 − 1

𝑎 − 1 𝑏 − 1𝑆𝑆𝐴𝐵 اثر متقابلAB

-𝑀𝑆𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 =
𝑆𝑆𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟

𝑎𝑏 𝑛 − 1

𝑎𝑏 𝑛 − 1𝑆𝑆𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟خطا

-
𝑎𝑏𝑛 − 1𝑆𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙کل
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فهرست

پیشگفتار
طراحی آزمایش و بهینه سازی

(تک عاملی)روش فاکتوریل 

(چند عاملی)روش فاکتوریل 

تحلیل رگرسیون

روش رویه پاسخ

تحلیل واریانس

تحلیل مدل اثرهای تثبیت شده

تجزیه کل مجموع مربعات

تحلیل آماری

عامل2طرح عاملی با 

2kطرح عاملی

رگرسیون خطی ساده

رگرسیون خطی چندگانه

طرح برازش مدل مرتبه دوم 

روش تندترین صعود 
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𝟐𝐤عاملیهایطرح

𝑘اصلی،اثرkشامل2𝑘طرحیکبرایآماریمدل
2

𝑘دوعاملی،مثقابلاثر
3

اثریکوغیره،وعاملیسهمتقابلاثر

محاسبهبراییااثریکبرآوردبرای.استاثر2𝑘−1شاملآماریکاملیمدل2𝑘طرحبراییعنی.استعاملیkمتقابل

.شودتعییناثرآنبهمربوطمقابلهبایدابتدااثر،یکمربعاتمجموع

:رابطهراستطرفکردنبازباAB…Kاثرمقابلهکلی،به طور

(𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑠𝑡)𝐴𝐵…𝐾 = (𝑎 ± 1)(𝑏 ± 1)… (𝑘 ± 1)

پرانتزهرداخل.شودمیاستفادهمعمولیجبرازنهاییعبارتدریکعددجایبه(1)نماددادنقراربافوق،رابطهبسطدر

.نباشداثرشاملعاملاگرگرفته،مثبتراآنوباشداثرشاملعاملاگرگرفته،منفیرایکعلامت
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𝟐𝐤عاملیهایطرح

nآندرهککرد،محاسبهزیراساسبرترتیببهرااثرهامربعاتمجموعواثرهابرآوردشودمیاثرها،مقابلهمحاسبهمحضبه

:تکرارهاستتعداد

𝐴𝐵…𝐾 =
2

𝑛. 2𝑘
(𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑠𝑡)𝐴𝐵…𝐾

𝑆𝑆𝐴𝐵…𝐾 =
2

𝑛. 2𝑘
(𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑠𝑡)𝐴𝐵…𝐾

2
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𝟐𝐤عاملیهایطرح

انواع اثرهارمنبع تغییمجموع مربعاتدرجات آزادی

1𝑆𝑆𝐴Akاثر اصلی

⋮⋮⋮

1𝑆𝑆𝐾K

1𝑆𝑆𝐴𝐵AB𝑘
2

عاملیقابل دوتاثر م

⋮⋮⋮

1𝑆𝑆𝐽𝐾JK

1𝑆𝑆𝐴𝐵𝐶ABC𝑘
3

اثر متقابل سه عاملی

⋮⋮⋮

1𝑆𝑆𝐼𝐽𝐾IJK

1𝑆𝑆𝐴𝐵…𝐾ABC…K𝑘
𝑘

= عاملیkاثر متقابل 1

2𝑘 𝑛 − 1𝑆𝑆𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟خطا-

𝑛. 2𝑘 − 1𝑆𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙مجموع-
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تحلیل رگرسیون

یکگیریملی،کطوربه.استمهمبستگیاینبررسیوبندیمدلواند،وابستههمبهمتغیرچندیادومسائل،ازبسیاریدر

,𝑥1,𝑥2مثلارگرسورمتغیریامستقلمتغیرkبهکهباشدداشتهوجودyپاسخیاوابستهمتغیر … ,𝑥𝑘بینبستگی.استوابسته

بهیونی،رگرسمدلیکعملا.گرددمیمشخصشود،مینامیدهرگرسیونرابطهآنکهریاضیمدلیوسیلهبهمتغیرهااین

.یابدمیبرازشنمونههایدادهمجموعه

,𝑥1,𝑥2وyبینتابعیبستگیدقیقشکلآزمایشگرموارد،بعضیدر … ,𝑥𝑘مثلا𝑦 = 𝜙 𝑥1,𝑥2, … ,𝑥𝑘دراما.داندمیرا

برای.گزیندبرمیϕکردنتقریببرایرامناسبتابعیکخودآزمایشگرواست،نامعلومتابعیواقعیبستگیمواردازبسیاری

هاییشآزمابهمربوطهایدادهتحلیلدرمواقع،اکثردر.کنندمیاستفادهزیادایچندجملههایمدلازتوابع،کردنتقریب

رگرسیونیهایروشازبیایدپیشتاریخیگزارشاتیانشدهکنترلهایپدیدهمشاهداتازاستممکنآنچهمانندنشده،طرح

بهواریانسیلتحلشدهطرحآزمایشیکدر.استمفیدبسیاررگرسیونتحلیلنیز،شدهطرحهایآزمایشدر.شودمیاستفاده

تفادهاسدهد،میربطپاسخبهرامهمعواملکهکمیمدلیکساختندررگرسیونازوکندمیکمکمهمعواملکردنمعلوم

.شودمی
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تحلیل رگرسیون

:سادهخطیرگرسیون

xمستقلمتغیرمعمولا،.شودتعیین،yپاسخ،متغیروxمستقلمتغیرتکبینموجودبستگیاستقرارساده،خطیرگرسیوندر

مقادیرانتخاببااشد،بشدهطرحآزمایشاگرآن،ازپس.شودمیگرفتهپیوستهمتغیریاست،آزمایشگروسیلهبهکنترلقابلکه

x،متناظرمقدارyبینواقعیبستگیکهشودفرضاگر.میگرددمشاهدهxوyسطحهردرومستقیمخطیکx،مشاهدهy

:باشدمیزیربه صورتxمقدارهربرایyریاضیامیدمقدارحال.باشدتصادفیمتغیریک

.هستندنامعلومثابتمقادیرمستقیمخط𝛽1و𝛽0پارامترهای

:کردتوصیفزیرمدلبابتوانراyمشاهدههرشودمیفرض

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝜀

εواریانسوصفرمیانگینباتصادفیخطای𝜎2کهمیشودپذیرفته.استε،رگرسیونیمدل.اندناهمبستهتصادفیمتغیرهایها

.شودمیگفتهرگرسیونیسادهخطیمدلاغلباست،xمستقلمتغیریکتنهاشاملکهفوق

𝐸 𝑦 𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥
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تحلیل رگرسیون

:سادهخطیرگرسیون

:بترتیبدینوساختهبرآوردهرامدلپارامترهایمربعات،کمترینروشبهتوانمیباشد،داشتهوجودداده،جفتnاگر

:باشدمیزیربه صورتمربعاتکمترینتابعو

𝐿 =෍

𝑗=1

𝑛

𝜀𝑗
2 =෍

𝑗=1

𝑛

(𝑦𝑗 − 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑗)
2

:شودنوشتهزیربه صورترافوقمدلاگر

𝑦 = 𝛽0
′ + 𝛽1 𝑥 − ǉ𝑥 + 𝜀

:آندرکه

ǉ𝑥 =
1

𝑛
෍

𝑗=1

𝑛

𝑥𝑗 , 𝛽0
′ = 𝛽0 + 𝛽1 ǉ𝑥

𝑦𝑗 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑗 + 𝜀𝑗 𝑗 = 1,2, … , 𝑛
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تحلیل رگرسیون

:سادهخطیرگرسیون

.شودمیبرازندهزیربه صورتمدلمربعات،کمترینتابعسازیکمینهبا

:آندرکه

መ𝛽0 = መ𝛽0
′ − መ𝛽1 ǉ𝑥, መ𝛽0

′ = ǉ𝑦 =෍

𝑗=1

𝑛

𝑦𝑗 , መ𝛽1 =
σ𝑗=1
𝑛 𝑦𝑗(𝑥𝑗 − ǉ𝑥)

σ𝑗=1
𝑛 (𝑥𝑗 − ǉ𝑥)2

ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥
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طرح برازش مدل مرتبه دوم 

روش تندترین صعود 



Page No.: 51 from 65 Slides

تحلیل رگرسیون

:چندگانهخطیرگرسیون

:مدلرازشبکلیمسئله.اندمستقلمتغیریکازبیششاملرگرسیونمسائلازبسیاریچندگانه،خطیرگرسیوندر

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝜀

متغیرهایازبعدیkفضایدرراصفحهابریکفوق،مدل.گویندمیرگرسیونیضرایبمعمولارا𝛽𝑗نامعلومپارامترهای

.شودمیاستفادهمربعاتکمترینروشازرگرسیونیضرایببرآوردبرای.کندمیتوصیف𝑋𝑖مستقل
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تحلیل رگرسیون

:چندگانهخطیرگرسیون

𝑥𝑖متغیرسطحیامشاهدهامین𝑥𝑖𝑗،jفرضومشاهدهn>kفرضبا

𝐱𝐤…𝐱𝟐𝐱𝟏

𝐱𝐤𝟏…x21x11y1

𝐱𝐤𝟐…x22x12y2

⋮⋱⋮⋮⋮

𝐱𝐤𝐧…x2nx1nyn
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تحلیل رگرسیون

:چندگانهخطیرگرسیون

:نوشتزیربه صورتهادادهبرحسبرامدلتوانمی

:شودمیتعریفزیربه صورتمبدا،ازعرضساده،خطیرگرسیونحالتمانند

.استپاسخمتغیرامینiسطحمتوسط

𝑦𝑗 = 𝛽𝑜 + 𝛽1𝑥1𝑗 + 𝛽2𝑥2𝑗 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑗 + 𝜀𝑗 = 𝛽𝑜 +෍
𝑖=1

𝑘

𝛽𝑖 𝑥𝑖𝑗 + 𝜀𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑛

𝛽𝑜
′ = 𝛽𝑜 + 𝛽1 ǉ𝑥1 + 𝛽2 ǉ𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘 ǉ𝑥𝑘

ǉ𝑥𝑖 =
1

𝑛
෍

𝑗=1

𝑛

𝑥𝑖𝑗
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تحلیل رگرسیون

:چندگانهخطیرگرسیون

:ازاستعبارتفوقمدلپس

:مربعاتکمترینتابعو

𝛽𝑘پارامترهایمربعات،کمترینتابعکردنکمینهبا , … ,𝛽1,𝛽𝑜
یکرگرسیونی،نامعلومضریبهربرای.آیندمیبه دست′

مربعات،کمترینهایکنندهبرآوردنرمالمعادلاتهایجواب.داردوجودنرمالرابطهp=k+1جمعایعنیرابطه،

መ𝛽𝑘 , … , መ𝛽1,𝛽
Ƹ′𝑜هستند.

𝑦𝑗 = 𝛽𝑜
′ +෍

𝑖=1

𝑘

𝛽𝑖 𝑥𝑖𝑗 − ǉ𝑥𝑖 + 𝜀𝑗

𝐿 =෍
𝑗=1

𝑛

𝑦𝑗 − 𝛽𝑜
′ −෍

𝑖=1

𝑘

𝛽𝑖 𝑥𝑖𝑗 − ǉ𝑥𝑖

2
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تحلیل رگرسیون

:چندگانهخطیرگرسیون

نمادباتوانمیرامشاهدات،برحسبمدل.شودمیترسادهنرمالمعادلاتحلشود،بیانماتریسینمادباابتدامعادلات،اگر

:نوشتزیربه صورتماتریس

𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜀

:آندرکه

𝑦 =

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

𝑋 =

1 𝑥11 − ǉ𝑥1 𝑥21 − ǉ𝑥2 ⋯ 𝑥𝑘1 − ǉ𝑥𝑘
1 𝑥12 − ǉ𝑥1 𝑥22 − ǉ𝑥2 ⋯ 𝑥𝑘2 − ǉ𝑥𝑘
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑥1𝑛 − ǉ𝑥1 𝑥2𝑛 − ǉ𝑥2 ⋯ 𝑥𝑘𝑛 − ǉ𝑥𝑘

𝛽 =

𝛽𝑜
′

𝛽1
⋮
𝛽𝑘

𝜀 =

𝜀1
𝜀2
⋮
𝜀𝑛

y بردار𝑛 × پاسخ ها1

X ماتریس𝑛 × 𝑘سطوح متغیرهای مستقل

β بردار𝑘 × ضرایب رگرسیونی1

ε بردار𝑛 × خطاهای تصادفی 1
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تحلیل رگرسیون

:چندگانهخطیرگرسیون

:استزیربه صورتمربعاتکمترینتابع

:ترتیباینبه

:بودخواهدزیرصورتبهنیزپاسخو

𝐿 =෍
𝑗=1

𝑛

𝜀𝑗
2 = 𝜀𝑇𝜀 = 𝑦 − 𝑋𝛽 𝑇 𝑦 − 𝑋𝛽

መ𝛽 = 𝑋𝑇𝑋 −1𝑋𝑇𝑦

ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1 𝑥1 − ǉ𝑥1 +⋯+ መ𝛽𝑘 𝑥𝑘 − ǉ𝑥𝑘
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روش تندترین صعود 



Page No.: 58 from 65 Slides

روش رویه پاسخ

نظرموردپاسخکهمسائلیتحلیلوبندیمدلبرایکهاستآماروریاضیهایتکنیکازایگردایه،پاسخرویهشناسیروش

شناسیروشبهمربوطمسائلدراکثر.استپاسخاینسازیبهینهآنهدفواستمفیدگیرد،میقرارمتغیرچندینتاثیرتحت

برایمناسبتقریبینیافتپاسخ،رویهدرقدماولینپس.استمعلوم-نامستقلمتغیرهایوپاسخبینبستگیصورتپاسخ،رویه

ازاییهناحدرپایینمرتبههایایجملهچندازمعمولا.استمستقلمتغیرهایمجموعهوپاسخبینموجودواقعیبستگی

باشد،شدهبندیدلممستقلمتغیرهایازخطیتابعیکبوسیلهخوبی،بهپاسخاگر.شودمیاستفادهمستقلمتغیرهایمقادیر

:بودخواهدزیربه صورتاولمرتبهمدلبرایکننده،تقریبتابعگاهآن

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽K𝑥𝐾 + 𝜀

.فاده کرداگر در سیستم، خمیدگی وجود داشته باشد، آن گاه باید از چندجمله ای های مرتبه بالاتر، مانند مدل مرتبه دوم است
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روش رویه پاسخ

مربوطهترازهایمنحنیوپاسخرویه
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روش رویه پاسخ

:دوممرتبهمدلبرازشهایطرح

اینبهگاهیمرکزی،مرکبطرحایناز.استشدهدادهنشانشکلدرkبرایسهمقداربامتمرکز،مرکزیمرکبطرحیک

.استکلمشعامل،سطوحتغییرمعمولاعملدروداردعاملهربرایسطحسهبهنیازتنهاطرحاینکهشودمیاستفادهدلیل

.شودمیقلمدادجدینامساعدوضعاینونیستند،پذیردورانوجوه،درشدهمتمرکزمرکزیمرکبهایطرحاما

=3kبرایوجوهدرشدهمتمرکزمرکزیمرکبطرح
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روش رویه پاسخ

:صعودتندترینروش

:استزیربه صورتشدهبرازندهمدل

حداکثرباො𝑦آن،طیکهاستمسیریصعودتندترینمسیر.هستندموازیخطوطسرییک،ො𝑦ترازهایمنحنییعنیپاسخ،اولمرتبهرویه

.استموازیشده،برازندهپاسخرویهبرقائمبامسیراین.شودمیاضافهسرعت

هاگامپس،.باشدشدهبرازندهرویهبرقائموگذشتهنظرموردناحیهمرکزازکهشودمیگرفتهنظردرخطیصعود،تندترینمسیربرایمعمولا

دیگرعملیحظاتملایافرآیندازاطلاعمبنایبروآزمایشگروسیلهبهگامواقعیاندازه.هستندرگرسیونیضرائببامتناسبمسیرطولدر

.است

ො𝑦 = መ𝛽0 +෍

𝑗=1

𝐾

መ𝛽𝑗𝑥𝑗



Page No.: 64 from 65 Slides

مراجع و منابع

خواجهصنعتیدانشگاهارشد،کارشناسینامهپایان،DOEروشاساسبرسواریخودروییکبدنهNVHرفتاربهبودوتحلیلآزادی،.م[1]
.1387طوسی،نصیرالدین

کارشناسیهنامپایانگاما،نوعاسترلینگموتورتوانوبازدهیبهبودبه منظورحرارتیحائلپوششضخامتونوعبهینه سازیاحدی،.ف[2]
.1398سمنان،دانشگاهارشد،

[3] D. C. Montgoery, Design and analysis of experiments, Wiley, New York, 2012.

[4] M. Azadi, M. Farzannasab, Evaluation of high-cycle fatigue behavior in

compact bones at different loading frequencies, Meccanica, 2018.

[5] M. Azadi, M. Iziy, A. Marbout, M. Azadi, A. Hajiali Mohammadi, Optimization of

solution temperature and time in nickel-based superalloy of engine turbo-charger

based on hardness by design of experiment, Engine Research, Vol. 43, pp. 63–70,

2016.

[6] S. Safarloo, F. Loghman, M. Azadi, M. Azadi, Optimal design experiment of

ageing time and temperature in inconel-713C superalloy based on hardness

objective, Transactions of the Indian Institute of Metals, Vol. 71, pp. 1563-1572,

2018.
طراحیباغیرهم دماوهم دماخستگیبارگذاریتحتحرارتیحائلپوشش هایدرخرابیمکانیزم هایبررسیفرهی،.آزادی،غ.م]7[

.1395جامدات،مکانیکمهندسیپژوهشیعلمیفصلنامهها،آزمایش
اسبراسموتورپرخوراننیکلپایهابرهمبستهدرانحلالزمانودمابهینه سازیمحمدی،.ع.ح.عآزادی،.ممربوط،.آایزی،.مآزادی،.م]8[

.1395موتور،تحقیقاتپژوهشی-علمیفصلنامهآزمایش ها،طراحیروشبهسختی



Page No.: 65 from 65 Slides

با تشکر از دغدغه شما برای یادگیری

؟!با آرزوی موفقیت در مسیری که انتخاب کرده اید

(؟...؟ و با برنامه ریزی برای رسیدن به هدف...با هدف گذاری)

Email: m.azadi.1983@gmail.com
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Reference: Minitab brochure

www.minitab.com/en-us/products/minitab/
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